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    2.4 Нормальные формы функций.
         При решении ряда задач, связанных с использованием формул алгебры высказываний, важную роль играют формулы, построенные особым образом из высказывательных переменных с помощью только операций дизъюнкции, конъюнкции и отрицания и называемые дизъюнктивными и конъюнктивными нормальными формами(ДНФ и КНФ).

Пусть задана система высказывательных переменных



(x1,x2,…,xn).







(1)

Элементарной  дизъюнкцией высказывательных переменных из системы (1) называется дизъюнкция некоторых высказывательных переменных этой системы или их отрицаний.

Элементарной конъюнкцией называется конъюнкция некоторых высказывательных переменных этой системы или их отрицаний.

Если в элементарную дизъюнкцию (конъюнкцию) входит каждое высказывательное переменное из системы (1) (с отрицанием или без него) и притом только один раз, то она называется полной элементарной дизъюнкцией (конъюнкцией).

Из “n” высказывательных переменных можно образовать 2n всевозможных неэквивалентных полных элементарных дизъюнкций и столько же полных элементарных конъюнкций. Каждая полная элементарная дизъюнкция ( только для одного варианта значений высказывательных переменных системы (1) принимает значение, равное нулю, а именно – когда каждое высказывательное переменное xi, не находящееся в ( под знаком отрицания, равно нулю, а каждое отрицательное – единице.

Систему значений высказывательных переменных, для которой данная полная элементарная дизъюнкция принимает значение, равное нулю, назовем нулем этой  элементарной дизъюнкцией.

Так, нулями элементарных дизъюнкций (2) являются: (0,0,0), (0,0,1), (0,1,0), (1,0,0), (0,1,1), (1,0,1), (1,1,0), (1,1,1).

Если обратиться к полным элементарным конъюнкциям, то можно обнаружить, что каждая из них только один раз принимает значение, равное единице – когда неотрицаемое переменное равно единице, а отрицаемое – нулю. Такую  систему значений высказывательных переменных назовем единицей соответствующей полной элементарной конъюнкции.

 Нормальные формы.

Формула F называется конъюнктивной нормальной формой (КНФ) от высказывательных переменных системы (1), если она является конъюнкцией элементарных дизъюнкций, образованных из высказывательных переменных этой системы.

Формула F называется дизъюнктивной нормальной формой (ДНФ) от высказывательных переменных системы (1), если она является дизъюнкцией элементарных конъюнкций, образованных из этих переменных.

Это определение, учитывая закон двойственности, можно сформулировать иначе: формула F называется ДНФ от высказывательных переменных системы (1), если двойственная ей формула F* является КНФ, образованной из этих переменных.

Утверждение 3.

Для всякой формулы F существуют эквивалентные ей КНФ и ДНФ.

 Совершенные нормальные формы.

Формула F называется совершенной конъюнктивной  нормальной формой (СКНФ) от высказывательных переменных системы (1) x1,…,xn, если она является конъюнкцией различных полных элементарных дизъюнкций от этих переменных (при этом равенство дизъюнкций понимается с точностью до порядка членов).

Формула F называется совершенной дизъюнктивной нормальной формой (СДНФ) от высказывательных  переменных системы (1) x1,…,xn, если она является дизъюнкцией различных полных элементарных конъюнкций от этих переменных.

Или  иначе: если двойственная ей формула F* является СКНФ. Из замечания 2 следует, что СДНФ не может быть тождественно ложным высказыванием.

 Правила приведения произвольной формулы алгебры логики к совершенной нормальной форме.

1. Правила приведения к СДНФ.

Из определения  следует, что формула F является СДНФ, если она отвечает следующим условиям (иначе, если она обладает следующими свойствами:

а) в ней нет двух одинаковых слагаемых (дизъюнктивных членов);

б) ни одно слагаемое не содержит двух одинаковых множителей;

в) никакое слагаемое не содержит переменную вместе с её отрицанием;

г) в каждом слагаемом содержится в качестве множителя либо каждая из переменных 
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, либо её отрицание 
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Условия а) ÷г) являются, таким образом, необходимыми и достаточными для того, чтобы ДНФ являлась СДНФ. Вместе с тем, эти условия дают возможность высказать правила, позволяющие приводить с помощью равносильных преобразований любую не тождественно ложную формулу к СДНФ, которая является для неё единственной. Итак, приведем эти правила.

Пусть дана произвольная формула F
[image: image4.wmf]).
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Проделаем пять операций, которые приведут формулу к СДНФ.

1) Приведем её с помощью равносильных преобразований к какой-либо ДНФ.

2) Если какое-нибудь из слагаемых этой ДНФ, например, В не содержит переменную 
[image: image5.wmf]i
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, то заменим его суммой 
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. Эта замена представляет собой равносильное преобразование, так как 
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 (см. также формулу расщепления R). Проделав операции по п.2), мы удовлетворили требованиям п. г) свойств совершенства.

3) Если в полученном выражении окажутся одинаковые слагаемые, то, удалив все, кроме одного из них ( в силу  закона идемпотентности (8)), мы получим опять равносильное выражение. Здесь мы удовлетворили п. а) свойств совершенства.

4) Если после этого в некоторых слагаемых окажется по несколько одинаковых множителей, то лишние (в силу закона идемпотентности (9)) удаляем. Таким образом, мы удовлетворяем п. б) свойств совершенства.

5) Наконец, удаляем все те слагаемые, которые содержат какую-нибудь переменную 
[image: image9.wmf]i
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 вместе со своим отрицанием 
[image: image10.wmf]i

x

, так как, в силу закона противоречия (15), они являются тождественно ложными выражениями – удовлетворили п. в) свойств совершенства.

Если бы все слагаемые оказались таковыми, то и вся ДНФ была бы тождественно ложной. А тогда это значило бы, что исходная формула F – тождественно ложная формула и не имеет СДНФ. Именно поэтому мы утверждаем: если формула F не является тождественно ложной, то в её произвольной ДНФ  должны присутствовать слагаемые, удовлетворяющие условию п. в)  свойств совершенства.

После удаления всех слагаемых, содержащих какую-нибудь переменную вместе с её отрицанием, мы получили ДНФ, удовлетворяющую всем свойствам совершенства, т.е. СДНФ.

Заметим, что нам нет необходимости знать заранее, является ли формула F тождественно ложной или нет. Проделывая указанные операции, мы это выясним после того, как удалим все слагаемые, содержащие какую-нибудь  переменную вместе с её отрицанием. Если  формула F – тождественно ложная формула, то все слагаемые будут удалены, и мы не получим СДНФ.  

2. Правила приведения к СКНФ.

Из определения  следует, что СКНФ обладает следующими свойствами совершенства (иными словами, СКНФ формулы F
[image: image11.wmf])
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 называется её КНФ, удовлетворяющая следующим условиям):

а) в ней нет двух одинаковых множителей;

б) ни один множитель не содержит двух одинаковых слагаемых;

в) ни один множитель не содержит какую-нибудь переменную 
[image: image12.wmf]i
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 вместе с её отрицанием 
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;

г) каждый множитель содержит в качестве слагаемых все переменные   
[image: image14.wmf]i
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 или  их отрицание 
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, т.е. 
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 для каждого множителя.

Можно доказать, что каждая не тождественно истинная формула имеет единственную (с точностью до порядка расположения множителей и слагаемых в множителях) СКНФ. 

Правила приведения произвольной формулы к СКНФ аналогичны тем, которые описаны выше для  нахождения СДНФ, и выражаются в двойственных терминах.

Пусть дана произвольная формула F
[image: image17.wmf])
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Проделаем несколько операций, которые приведут формулу к СКНФ.

1) Путем равносильных преобразований приведем формулу к КНФ.

2) Если в полученной КНФ какой-либо дизъюнктивный сомножитель  В не содержит некоторую переменную 
[image: image18.wmf]i
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 (т.е. не удовлетворяет условию совершенства п. г)), то, используя равносильность  
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, элементарную дизъюнкцию В заменяем на две элементарных дизъюнкции:  [image: image20.wmf])
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, каждая из которых уже содержит переменную 
[image: image21.wmf]i
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 - удовлетворили  условию совершенства п. г).

3) Если  в КНФ входят две одинаковых  элементарных дизъюнкции В, то лишнюю отбрасываем, поскольку 
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 - удовлетворили условию совершенства п. а).

 Способ составления СНФ для произвольной формулы алгебры логики по таблице истинности.

Пусть некоторая функция f трёх переменных задана следующей таблицей истинности:
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Проделаем следующие операции.

1) Выбираем наборы значений переменных, для которых 
[image: image27.wmf]1
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:



(0; 1; 1),  (1; 0; 1), (1; 1; 0), (1; 1; 1).

2) Каждому из этих наборов сопоставляем (ставим в соответствие) конъюнкцию переменных 
[image: image28.wmf]z
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 или их отрицаний, принимающую при этих значениях переменных значение 1:

набору (0; 1; 1) – конъюнкцию 
[image: image29.wmf]yz
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,

набору (1; 0; 1) – конъюнкцию 
[image: image30.wmf]z
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набору (1; 1; 0) – конъюнкцию 
[image: image31.wmf]z
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,

набору (1; 1; 1) – конъюнкцию 
[image: image32.wmf]xyz

.

3) Дизъюнкция этих конъюнкций равна единице в тех и только тех случаях, когда и заданная функция принимает значение 1 и, представляет собой одно из возможных выражений :
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Это выражение является, очевидно, СДНФ данной функции.

Задачи для самостоятельной работы.

1.  Постройте С.Д.Н.Ф. (совершенную дизъюнктивную нормальную форму) и СКНФ  по таблице истинности 
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Вопросы для самопроверки.
1.  Определение высказывания. Примеры высказываний.

2.  Истинное, ложное и составное высказывание.

3.  Виды логических операций над высказываниями.

4.  Таблицы истинности, правила их составления.

5.  Основные законы алгебры высказываний.

6.   Булева алгебра и ее символическое представление.

7.   Построение таблиц истинности для булевой алгебры.

8.  Нормальные формы, совершенные формы, СДНФ,СКНФ.

9.  Преобразование СДНФ и СКНФ.

Практическая работа №7
Тема: Составление нормальных форм и их миниминизация.
ВАРИАНТ 1
1. Постройте таблицу истинности для формулы алгебры логики
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2. Упростите выражение, используя законы математической логики:
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3.  Постройте С.Д.Н.Ф. (совершенную дизъюнктивную нормальную форму)  по таблице истинности 
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Практическая работа №7
Тема: Составление нормальных форм и их миниминизация.
ВАРИАНТ 2
1. Постройте таблицу истинности для формулы алгебры логики   
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1. Упростите выражение, используя законы математической логики:
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2. Постройте С.Д.Н.Ф. (совершенную дизъюнктивную нормальную форму)  по таблице истинности 
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Практическая работа №7
Тема: Составление нормальных форм и их миниминизация.
ВАРИАНТ 3
1. Постройте таблицу истинности для формулы алгебры логики
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2. Упростите выражение, используя законы математической логики:
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3. Постройте С.Д.Н.Ф. (совершенную дизъюнктивную нормальную форму)  по таблице истинности 
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Практическая работа №7
Тема: Составление нормальных форм и их миниминизация.
ВАРИАНТ 4
1. Постройте таблицу истинности для формулы алгебры логики
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2. Упростите выражение, используя законы математической логики:
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3. Постройте С.Д.Н.Ф. (совершенную дизъюнктивную нормальную форму)  по таблице истинности 

	х
	у
	z
	F

	1
	1
	1
	0

	1
	1
	0
	0

	1
	0
	1
	1

	1
	0
	0
	0

	0
	1
	1
	0

	0
	1
	0
	0

	0
	0
	1
	0

	0
	0
	0
	1


Практическая работа №7
Тема: Составление нормальных форм и их миниминизация.
ВАРИАНТ 5
1. Постройте таблицу истинности для формулы алгебры логики
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2. Упростите выражение, используя законы математической логики:
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3. Постройте С.Д.Н.Ф. (совершенную дизъюнктивную нормальную форму)  по таблице истинности 

	х
	у
	z
	F

	1
	1
	1
	0

	1
	1
	0
	1

	1
	0
	1
	1

	1
	0
	0
	0

	0
	1
	1
	1

	0
	1
	0
	0

	0
	0
	1
	0

	0
	0
	0
	0


    Записать определения видов графа
Теория графов. Основные понятия

1.«Вершина инцидентна ребру или ребро инцидентно  вершине».  

2. Смежные вершины.

3. Направленное ребро.

4. Ориентированное ребро.

5. Дуга.

6. Начало ребра.

7. Конец ребра.

8. Ориентированный граф.

9. Орграф.

10. Неориентированный граф.

11. Н-граф.

12. Параллельные ребра.

13. Кратные ребра.

14. Мультиграф.

15. Петля. 

16. Конечный граф.

17. Пустой граф.

18. Полный граф.

19. Дополнение графа G.

20. Локальная  емкость.

21. Степень вершины.

22. «Графы G1 и G2  равны, если…»

23. Полностью заданный граф. 

24. Изоморфные графы.

25. Планарный граф.

Выполнить задания, проанализировать граф, составить матрицы смежности и инцидентности.

( для 3-х графов любых)
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